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ABSTRACT In this study we will characterize a matrix that maps the space of the Orlicz 

sequence space to the space of the bounded sequence and the convergence sequence.  

 

This study is carried out by generalizing the matrix mapping on space, , to the Orlicz 

sequence space. This results establish a necessary and sufficient condition for a matrix 

that maps the Orlicz sequence space to the bounded sequence space, convergence to 

sequence space and the convergence sequence space. Keywords: Matrix, sequence 

space, Orlicz function. ABSTRAK Dalam penelitian ini akan ditelaah kondisi matriks yang 

memetakan ruang barisan Orlicz ke ruang barisan terbatas dan ruang barisan 

konvergen. Penelitian ini dikerjakan dengan cara memperumum matriks pemetaan pada 

ruang , ke ruang barisan Orlicz.  

 

Penelitian ini menghasilkan syarat perlu dan cukup matriks yang memetakan ruang 

barisan Orlicz ke ruang barisan terbatas, ruang barisan konvegen ke dan ruang barisan 

konvergen. Kata kunci: Matriks, ruang barisan, fungsi Orlicz. Received: 18 Oktober 2022, 

Accepted: 17 November 2022, Published: 1 Desember 2022 PENDAHULUAN Himpunan 

semua barisan bernilai real dituliskan . Anggota dituliskan dengan atau . Diberikan dan 

himpunan bagian tak kosong dan matriks tak hingga dengan entri bilangan real ???? ) , 

?? = 1 , 2 , ? , ?? = 1 , 2 , ? .  

 

Matriks ?? dikatakan memetakan ?? ke ?? , dituliskan ?? ? ( ?? , ?? ) , jika ???? ? ?? untuk 



setiap barisan ?? = ( ?? ?? ) ? ?? . Dengan demikian ?? ? ( ?? , ?? ) berarti untuk setiap ?? = 

( ?? ?? ) ? ?? , (i) ?? ?? ?? = ? ?? ???? 8 ?? = 1 ?? ?? konvergen untuk setiap ?? , dan (ii) ( ?? 

?? ?? ) ? ?? . Penelitian yang terkait dengan pemetaan matriks pada ruang barisan telah 

banyak dilakukan oleh para peneliti. Penelitian mengenai matriks transformasi di ruang 

barisan bernilai vektor dibahas oleh (Arunphalungsati & Wijanto, 2004), (V.  

 

Epsilon: Jurnal Matematika Murni dan Terapan No.16 (2), Desember 2022 Haryadi – 

Matriks Transformasi pada Ruang Barisan Orlicz 94 Khan, 2011) dan (Alotaibi et al., 

2014). Sementara itu studi mengenai karakterisasi operator matriks pada ruang barisan 

terbobot dibahas oleh (Malkowsky & Savas, 2004). Studi tentang kondisi matriks yang 

memetakan ruang barisan Cesaro diperumum ke ruang barisan terbatas diantaranya 

telah dilakukan oleh (F. M. Khan & Khan, 1994) dan (Rahman & Karim, 2016).  

 

Di dalam (Malkowsky & Rakocevic, 2001) ditelaah syarat perlu dan cukup matriks tak 

hingga yang memetakan ruang bagian ke ruang bagian lainnya. Dalam menelaah 

pemetaan matriks dengan banyaknya entri tak hingga, kekonvergenan deret memiliki 

peranan penting. Pembahasan mengenai kekonvergenan deret tersebut membawa pada 

pembahasan mengenai dual Kothe-Toeplitz. Dual Kothe-Toeplitz pada ruang barisan 

diantaranya ditelaah di dalam (Yilmaz & Ozdemir, 2005), (Malkowsky & Velickovic, 

2012), (Yilmaz, 2013) dan (Kuldip et al., 2019).  

 

Hasil-hasil penelitian selanjutnya mengenai matriks transformasi pada ruang barisan 

antara lain dibahas di dalam (Sonmez, 2020). Diberikan fungsi Orlicz dan 

himpunan-himpunan bagian sebagai berikut: Dalam makalah ini akan diteliti syarat 

perlu dan cukup matriks yang memetakan ke dan . TINJAUAN PUSTAKA Fungsi Orlicz 

adalah fungsi , dimana , kontinu, konveks, jika dan hanya jika dan jika . Untuk setiap 

fungsi Orlicz terdapat fungsi dengan dengan sifat tidak turun, kontinu kanan dan .  

 

Untuk sebarang fungsi Orlicz , fungsi dengan merupakan fungsi Orlicz, selanjutnya 

dinamakan fungsi Orlicz komplementer Dengan demikian ada fungsi tidak naik dan 

kontinu kanan sehingga . Jika f u n gs i O rl icz k o m p lem e n t er m a k a b er l ak u k 

et a k s am aan Y ou n g ???? | = ?? ( ?? ) + ?? ( ?? ) untuk setiap ?? , ?? ? R . Untuk ?? = ?? 

( | ?? | ) ?????? ( ?? ) atau ?? = ?? ( | ?? | ) ?????? ( ?? ) , ketaksamaan Young menjadi 

kesamaan (Rao & Ren, 2002). Epsilon: Jurnal Matematika Murni dan Terapan No.16 (2), 

Desember 2022 Haryadi – Matriks Transformasi pada Ruang Barisan Orlicz 95 Suatu 

fungsi Orlicz dikatakan memenuhi kondisi- jika terdapat bilangan konstanta sehingga 

untuk setiap Jika fungsi Orlicz memenuhi kondisi- maka merupakan ruang linear, yang 

selanjutnya dinamakan ruang barisan Orlicz. Khusunya fungsi Orlicz dengan memenuhi 

kondisi- dan ruang barisan Orlicznya adalah .  

 



Untuk fungsi Orlicz , notasi menyatakan fungsi pada ?? dengan ?? ?? ( ?? ) = ? ?? ( ?? ?? ) 

8 ?? = 1 untuk setiap ?? = ( ?? ?? ) ? ?? . Demikian pula ?? ?? ( ?? ) = ? ?? ( ?? ?? ) 8 ?? = 1 

, ?? = ( ?? ?? ) ? ?? . Di dalam ruang Orlicz dapat didefinisikan beberapa jenis norma. 

Pembahasan mengenai norma dan dua teorema berikut didiskusikan di dalam (Haryadi 

& Nurnugroho, 2022). Diberikan pasangan komplementer fungsi Orlicz ?? dan ?? . 

Fungsi ? · ? ?? : l ?? ? [ 0 , 8 ) didefinisikan ? ?? ? ?? = s ? ?? ( ?? ?? ) = 1 8 ?? = 1 | ? ?? ?? 

?? ?? 8 ?? = 1 | merupakan norma dan dinamakan norma- ?? . Norma tersebut berkaitan 

erat dengan fungsi ?? ?? . Teorema 1.  

 

(Haryadi & Nurnugroho, 2022) Diberikan fungsi Orlicz . Jika , maka . Selain norma- di 

dalam ruang barisan Orlicz juga bisa digunakan norma Luxemburg. Kedua norma 

tersebut ekuivalen. Dengan menggunakan norma Luxemburg, menyimpulkan bahwa 

ruang barisan Orlicz merupakan ruang lengkap. Selanjutnya teorema berikut akan 

berperan dalam mempelajari kondisi matriks pemetaan di ruang barisan Orlicz pada 

pembahasan artikel ini selanjutnya. Teorema 2. (Haryadi & Nurnugroho, 2022) Diketahui 

fungsi Orlicz ?? memenuhi kondisi- ? 2 . Deret ? ?? ?? ?? ?? 8 ?? = 1 konvergen untuk 

setiap ( ?? ?? ) ? l ?? jika dan hanya jika ? ?? ( ?? ?? ) < 8 8 ?? = 1 dimana ?? fungsi Orlicz 

komplementer ?? .  

 

METODE PENELITIAN Penelitian ini merupakan kajian teoritis yang memanfaatkan 

hasil-hasil yang telah ada. Diberikan ruang Orlicz l ?? dan ruang barisan ?? 0 , ?? dan l 8 . 

Pertama-tama akan dicari kondisi pada matriks ?? sehingga ?? ?? ?? = ? ?? ???? ?? ?? 8 ?? 

= 1 konvergen untuk setiap ?? dan ?? ? l ?? . Selanjutnya akan dicari kondisi matriks ?? 

sehingga barisan dengan , dimana dan berturut-turut menyatakan Epsilon: Jurnal 

Matematika Murni dan Terapan No.16 (2), Desember 2022 Haryadi – Matriks 

Transformasi pada Ruang Barisan Orlicz 96 ruang barisan konvergen ke , ruang barisan 

konvergen dan ruang barisan terbatas.  

 

Mengingat merupakan generalisasi , penelitian dikerjakan dengan membandingkan 

kondisi matriks yang memetakan ruang ke ruang barisan terbatas seperti yang diuraikan 

di dalam . HASIL DAN PEMBAHASAN Dalam bagian ini akan didiskusikan mengenai 

kondisi matriks sehingga . Hasil ini kemudian akan digunakan untuk mencari kondisi 

matriks dan . Untuk pembahasan selanjutnya, fungsi Orlicz diasumsikan memenuhi 

kondisi- . Teorema 3. Matriks jika dan hanya jika ???? ) 8 ?? = 1 < 8 . Bukti: (Syarat perlu) 

Diambil barisan ?? ? l ?? dengan ?? ?? ( ?? ) = 1 . Karena ???? ? l 8 maka terdapat 

bilangan ?? > 0 sehingga | ? ?? ???? ?? ?? 8 ?? = 1 | < ?? untuk setiap ?? .  

 

Akibatnya untuk setiap , ???? ) ?? = 1 8 ?? ? ?? = sup ?? ?? ( ?? ) = 1 | ? ?? ???? ?? ?? ?? 8 

?? = 1 | < 1 . Oleh karena itu berdasarkan Teorema 1, ?? ?? ( ( ?? ???? ) ?? = 1 8 ?? ) = ? ( 

?? ???? ) ?? = 1 8 ?? ? ?? , sehingga berakibat ?? ?? ( ( ?? ???? ) ?? = 1 8 ?? ) < 1 untuk 



setiap ?? = ?? . Karena fungsi ?? memenuhi kondisi- ? 2 , maka terdapat bilangan ?? > 0 

dan bilangan asli ?? ?? sehingga ? ?? ( ?? ???? ) 8 ?? = 1 = ?? ?? ( ?? ( ?? ???? ) ?? = 1 8 ?? 

) = ?? ?? 0 ?? ?? ( ( ?? ???? ) ?? = 1 8 ?? ) = ?? ?? 0 .  

 

Dengan demikian sup ?? ( ? ?? ( ?? ???? ) 8 ?? = 1 ) < 8 . (Syarat cukup) Diambil sebarang 

barisan ?? = ( ?? ?? ) ? l ?? dan sebarang bilangan asli ?? . Berdasarkan Ketaksamaan 

Young, | ?? ?? ?? | = ? | ?? ???? ?? ?? | 8 ?? = 1 = ? ?? ( ?? ???? ) 8 ?? = 1 + ? ?? ( ?? ?? ) 8 ?? 

= 1 < 8 (1) Jadi deret ? ?? ???? ?? ?? 8 ?? = 1 konvergen mutlak sehingga berakibat deret 

tersebut konvergen. Selajutnya, karena sup ?? ? ?? ( ?? ???? ) 8 ?? = 1 < 8 , maka dari 

ketaksamaan (1) diperoleh sup ?? | ?? ?? ?? | < 8 , yang berarti ( ?? ?? ?? ) ? l 8 . ¦ Epsilon: 
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Transformasi pada Ruang Barisan Orlicz 97 Selanjutnya untuk menelaah syarat perlu dan 

cukup sehingga , terlebih dahulu akan disampaikan lemma berikut. Lemma 4.  

 

Jika ???? ?? ?? 8 ?? = 1 | < 8 , maka ? ?? ???? ?? ?? 8 ?? = 1 konvergen seragam dalam ?? . 

Deret ? ?? ???? ?? ?? 8 ?? = 1 konvergen seragam dalam ?? berarti untuk setiap ?? > 0 

terdapat bilangan asli ?? 0 dan bilangan ?? sehingga | ? | ?? ???? ?? ?? ?? ?? = 1 | - ?? | < 

?? untuk setiap ?? = ?? 0 dan untuk setiap ?? . Bukti Lemma 4: Diambil sebarang 

bilangan ?? > 0 . Karena sup ?? ? | ?? ???? ?? ?? 8 ?? = 1 | < 8 maka untuk setiap bilangan 

asli ?? , ?? ?? = sup ?? | ?? ???? ?? ?? | < 8 , ?? = 0 .  

 

Dengan demikian terdapat bilangan asli ?? ( ?? ) sehingga ?? ?? < | ?? ?? ( ?? ) ?? ?? ?? | + 

?? 2 ?? . Akibatnya ? ?? ?? 8 ?? = 1 < ? ( | ?? ?? ( ?? ) ?? ?? ?? | + ?? 2 ?? ) 8 ?? = 1 = sup ?? 

? | ?? ???? ?? ?? 8 ?? = 1 | + 1 < 8 , yaitu ? ?? ?? 8 ?? = 1 konvergen. Karena untuk setiap 

?? , | ?? ???? ?? ?? | = ?? ?? maka berdasarkan Teorema Weierstrass, ? ?? ???? ?? ?? 8 ?? = 

1 konvergen seragam dalam ?? . ¦ Teorema 5.  

 

Matriks ?? ? ( l ?? , ?? 0 ) jika dan hanya jika (i) lim ?? ? 8 ?? ???? = 0 ; (ii) sup ?? ? ?? ( ?? 

???? ) 8 ?? = 1 < 8 . Bukti: (Syarat perlu) Diketahui ???? ) ? ( l ?? , ?? 0 ) . Barisan ?? ( ?? ) = 

( ?? ?? ) dengan ?? ?? = 1 jika ?? = ?? dan ?? ?? = 0 untuk ?? ? ?? merupakan anggota l ?? 

. Oleh karena itu ( ?? ?? ?? ( ?? ) ) ? ?? 0 . Karena untuk setiap ?? , ?? ?? ?? ( ?? ) = ?? ???? 

berarti ?? ???? ? 0 jika ?? ? 8 , yakni syarat perlu (i) terbukti. Untuk syarat perlu (ii), 

diambil barisan dengan .  

 

Karena ???? ? ?? 0 maka ada ?? sehingga | ? ?? ???? ?? ?? 8 ?? = 1 | < 1 jika ?? = ?? . 

Akibatnya ? ( ?? ???? ) ?? = 1 8 ? ?? = sup ?? ?? ( ?? ) = 1 | ? ?? ???? ?? ?? 8 ?? = 1 | < 1 , ?? 

= ?? . Oleh karena itu ?? ?? ( ( ?? ???? ) ?? = 1 8 ) = ? ( ?? ???? ) ?? = 1 8 ? ?? , sehingga 

berakibat ?? ?? ( ( ?? ???? ) ?? = 1 8 ) < 1 untuk setiap ?? = ?? . Oleh karena itu sup ?? ?? 

?? ( ( ?? ???? ) ?? = 1 8 ) = max { 1 , ?? ?? ( ?? ???? ) : ?? = 1 , 2 , ? ?? - 1 } < 8 . Epsilon: 
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Transformasi pada Ruang Barisan Orlicz 98 Dengan demikian syarat perlu (ii) terpenuhi. 

(Syarat cukup). Diambil sebarang barisan .  

 

Berdasarkan (ii) dan Ketaksamaan Young, ???? ?? ?? | 8 ?? = 1 = ? ?? ( ?? ???? ) 8 ?? = 1 + 

? ?? ( ?? ?? ) 8 ?? = 1 < 8 . Jadi ? ?? ???? ?? ?? 8 ?? = 1 konvergen mutlak dan berakibat 

deret tersebut konvergen untuk setiap ?? . Berdasarkan (ii) dan Lemma 4, ???? ?? ?? 8 ?? 

= 1 konvergen seragam dalam ?? . Oleh karena itu dengan menggunakan (i) diperoleh 

???? ?? ?? 8 ?? = 1 = 0 yakni ???? ? ?? 0 . ¦ Teorema 5 menjelaskan bahwa matriks tak 

hingga yang memetakan ruang barisan l ?? ke ruang barisan ?? 0 memiliki ciri setiap 

baris matriks tersebut konvergen ke 0 dan setiap kolomnya merupakan anggota l ?? 

dengan ?? fungsi Orlicz komplenter ?? .  

 

Dengan memanfaatkan hubungan inklusi ?? ? l 8 , setiap matriks yang memetakan l ?? 

ke ?? tentu memetakan l ?? ke l 8 . Dengan demikian Teorema 3 dapat dimanfaatkan 

dalam pembuktian Teorema 6 berikut. Teorema 6. Matriks ?? ? ( l ?? , ?? ) jika dan hanya 

jika (i) lim ?? ? 8 ?? ???? = ?? ?? ; (ii) sup ?? ? ?? ( ?? ???? ) 8 ?? = 1 < 8 . Bukti: (Syarat 

perlu) Diambil barisan seperti dalam bukti syarat perlau (i) Teorema 5. Akibatnya . 

Karena ???? ) ?? = 1 8 ini berarti ada ?? ?? sehingga lim ?? ? 8 ?? ???? = ?? ?? , sehingga 

syarat perlu (i) terbukti.  

 

Untuk syarat perlu (ii), karena ?? ? l 8 , maka ?? ? ( l ?? , l 8 ) jika ?? ? ( l ?? , ?? ) , sehingga 

berdasarkan Teorema 3, berlaku (ii). (Syarat cukup) Karena ? | ?? ???? ?? ?? | 8 ?? = 1 = ? 

?? ( ?? ???? ) 8 ?? = 1 + ? ?? ( ?? ?? ) 8 ?? = 1 < 8 , maka berdasarkan (ii) ? ?? ???? ?? ?? 8 

?? = 1 konvergen mutlak, sehingga deret tersebut konvergen untuk setiap ?? . 

Selanjutnya dengan menuliskan kembali Epsilon: Jurnal Matematika Murni dan Terapan 
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???? ?? ?? 8 ?? = 1 = ? ( ?? ???? - ?? ?? ) ?? ?? 8 ?? = 1 + ? ?? ?? ?? ?? 8 ?? = 1 (2) 

Berdasarkan (i), suku pertama ruas kanan persamaan (2) konvergen ke 0 jika ?? ? 8 .  

 

Oleh karena itu barisan ( ?? ?? ?? ) konvergen ke ? ?? ?? ?? ?? 8 ?? = 1 . Selanjutnya akan 

ditunjukkan bahwa suku kedua ruas kanan persamaan (2) konvergen dengan terlebih 

dahulu ditunjukkan bahwa ? ?? ( ?? ?? ) < 8 8 ?? = 1 . Misalkan ? ?? ( ?? ?? ) = 8 8 ?? = 1 ; 

jadi untuk setiap asli ?? terdapat bilangan asli ?? ( ?? ) sehigga ? ?? ( ?? ?? ) > 2 ?? ?? ( ?? ) 

?? = 1 . Karena ?? kontinu maka (i) berakibat lim ?? ? 8 ? ?? ( ?? ???? ) = ?? ( ?? ) ?? = 1 ? 

lim ?? ? 8 ?? ( ?? ???? ) = ?? ( ?? ) ?? = 1 ? ?? ( ?? ?? ) > 2 ?? ?? ( ?? ) ?? = 1 dan berakibat s 

???? ?? ? ?? ( ?? ???? ) = 8 ?? = 1 8 , bertentangan dengan (ii).  

 

Jadi permisalan tersebut tidak benar; dengan demikian ? ?? ( ?? ?? ) < 8 8 ?? = 1 . Oleh 

karena itu berdasarkan Teorema 2, ? ?? ?? ?? ?? 8 ?? = 1 konvergen dan limit pada ruas 

kiri persamaan ( 2 ) ada jika ?? ? 8 . Dengan demikian ( ?? ?? ?? ) ? ?? . ¦ Fungsi Orlicz ?? 



dengan ?? ( ?? ) = | ?? | ?? ?? , 1 = ?? < 8 , memiliki pasangan komplementer ?? dengan 

?? ( ?? ) = | ?? | ?? ?? , . Ber d as ar k an Teo r em a 6, diperoleh hasil berikut. Teoerema 7. 

Syarat perlu dan cukup sehingga matriks ???? ) memetakan ruang barisan l ?? = { ( ?? ?? 

) : ? | ?? ?? | ?? 8 ?? = 1 < 8 } ke ruang barisan ?? adalah (i) lim ?? ? 8 ?? ???? = ?? ?? dan 

(ii) sup ?? ? | ?? ???? | ?? 8 ?? = 1 < 8 .  

 

KESIMPULAN Karakteristik matriks tak hingga yang memetakan ruang barisan Orlicz ke 

ruang barisan l 8 , ?? dan ?? 0 merupakan perumuman matriks tranformasi dari ruang l 

?? , 1 < ?? < 8 ke ruang barisan l 8 , ?? dan ?? 0 . UCAPAN TERIMA KASIH Ucapan terima 

kasih kepada Lembaga Penelitian dan Pengabdian kepada Masyarakat Universitas 
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